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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîíòàêòíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà óðàâíåíèþ Ýéëåðà Ïóàññîíà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îðìû Ëàïëàñà.
Ââåäåíèå
Óðàâíåíèå Ìîíæà Àìïåðà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
Avxx + 2Bvxy + Cvyy +D(vxxvyy − v
2
xy) + E = 0, (1)
ãäå A, B, C, D è E  óíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y , íåèçâåñòíîé
óíêöèè v = v(x, y) è åå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ vx, vy . Äàëåå ìû ïîëàãàåì, ÷òî
óíêöèè A, B, C, D è E ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞ .
Êëàññ óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà âûäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
òåì, ÷òî îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñîäåðæèò êâàçè-
ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ.
Ýòîò àêò áûë èçâåñòåí åùå Ñîóñó Ëè, êîòîðûé â ñåðèè ðàáîò [13℄ ðàñ-
ñìàòðèâàë ïðîáëåìó êëàññèèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà
è êîòîðóþ â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Íàéòè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà îòíîñèòåëüíî
ïñåâäîãðóïïû êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ñàì Ñîóñ Ëè ñîðìóëèðîâàë óñëîâèÿ ïðèâåäåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé Ìîíæà Àìïåðà ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ vxy = 0 ïðè íàëè÷èè ó íèõ äâóõ
ïðîìåæóòî÷íûõ èíòåãðàëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûì èíòåãðàëîì óðàâ-
íåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà íàçûâàåòñÿ äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà,
êàæäîå ðåøåíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà.
Çàìåòèì, ÷òî íå âñå óðàâíåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà îáëàäàþò ïðîìåæóòî÷íûìè
èíòåãðàëàìè. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû Ëè ïðèìåíèìû íå êî âñåì óðàâíåíèÿì Ìîíæà 
Àìïåðà, à òîëüêî ê òåì èç íèõ, êîòîðûå òàêèìè èíòåãðàëàìè îáëàäàþò. Êðîìå
òîãî, ïðîâåðêà íàëè÷èÿ ïðîìåæóòî÷íûõ èíòåãðàëîâ ó îáùåãî óðàâíåíèÿ Ìîíæà 
Àìïåðà, à òåì áîëåå èõ ïîñòðîåíèå, ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Äîêàçàòåëüñòâà
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ Ëè òàê è íå îïóáëèêîâàë.
Â 1978 ã. Â.Â. Ëû÷àãèí [4℄ ïðåäëîæèë ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå øèðîêîãî êëàññà
äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Åñëè
ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà äâóì, òî ýòîò êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì óðàâíå-
íèé Ìîíæà Àìïåðà (1).
Îñíîâíàÿ èäåÿ Ëû÷àãèíà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèé Ìîíæà 
Àìïåðà è èõ ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ äèåðåíöèàëüíûìè îðìàìè íà ïðîñòðàí-
ñòâå 1-äæåòîâ óíêöèé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M .
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Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ïåðåä êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèÿ ïîðÿä-
êà ïðîñòðàíñòâà äæåòîâ: èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ïðîñòîå ïðîñòðàíñòâî 1-äæåòîâ J1M
âìåñòî ïðîñòðàíñòâà 2-äæåòîâ J2M , â êîòîðîì, áóäó÷è óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, ad ho äîëæíû ëåæàòü óðàâíåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà (ñì. [5℄).
Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà ïîçâîëèëà ïî-íîâîìó âçãëÿ-
íóòü íà ïðîáëåìó èõ êëàññèèêàöèè è ïîñëóæèëà òîë÷êîì ê ïîÿâëåíèþ ìíîæåñòâà
ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ.
Â ÷àñòíîñòè, â 1983 ã. Â.Â. Ëû÷àãèíûì è Â.Í. óáöîâûì [6℄ áûëà ðåøåíà ïðî-
áëåìà ïðèâîäèìîñòè íåâûðîæäåííûõ óðàâíåíèé (1) ê óðàâíåíèÿì Ìîíæà Àìïåðà
ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè â ñëó÷àå, êîãäà êîýèöèåíòû A, B, C, D, E
íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé v . Òàêèå óðàâíåíèÿ îíè íàçâàëè ñèìïëåêòè÷åñêèìè.
Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè êîýèöèåíòû A, B, C, D, E óðàâíåíèÿ  àíàëèòè÷åñêèå
óíêöèè, òî ëîêàëüíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì îíî ìîæåò áûòü ïðè-
âåäåíî ê êâàçèëèíåéíîìó âèäó, òî åñòü ê âèäó (1), ãäå D = 0 .
Êðîìå òîãî, îíè íàøëè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèìïëåêòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðè-
âîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ Ìîíæà Àìïåðà ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè A, B, C,
D, E è ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíû âîëíîâîìó óðàâíåíèþ vxy = 0 , à ýëëèïòè÷åñêèå 
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà vxx + vyy = 0 .
Âïîñëåäñòâèè Ä.Â. Òóíèöêèé ñíÿë òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè êîýèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ (1) îò ïåðåìåííîé v è ðåøèë ïðîáëåìó ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé Ìîíæà 
Àìïåðà ê óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè â îáùåì âèäå [7℄.
Çàäà÷à ýêâèâàëåíòíîñòè ñèìïëåêòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà áûëà ðå-
øåíà Á.Ñ. Êðóãëèêîâûì [8℄ è íàìè [9℄, à äëÿ óðàâíåíèé ïåðåìåííîãî òèïà  íàìè
[10℄.
Ïðîáëåìà ïðèâåäåíèÿ íåâûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà ê ëèíåéíûì
óðàâíåíèÿì
vxx ± vyy = a(x, y)vx + b(x, y)vy + c(x, y)v + g(x, y) (2)
áûëà ðåøåíà íàìè â ñåðèè ðàáîò [1113℄, à â ðàáîòàõ [1418℄ áûëè ïîñòðîåíû ðàç-
ëè÷íûå ëèíåéíûå íîðìàëüíûå îðìû äëÿ óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî, ýëëèïòè÷åñêîãî è ïåðåìåííîãî òèïîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ
ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà ê óðàâíåíèÿì âèäà (2), ãäå a = b = 0 , à
òàêæå ê òåëåãðàíîìó óðàâíåíèþ
vxy = v
è óðàâíåíèþ åëüìãîëüöà
vxx + vyy = κv + f(x, y), κ ∈ R \ {0}.
Â íàøèõ ðàáîòàõ [1113℄ áûëè ïîñòðîåíû äâå äèåðåíöèàëüíûå 2-îðìû λ+
è λ− , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà îòíîñèòåëüíî
êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êîýèöèåíòû ýòèõ îðì, âû-
÷èñëåííûõ äëÿ ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññè-
÷åñêèå èíâàðèàíòû Ëàïëàñà k è h [19, 20℄. Ïîýòîìó îðìû λ+ è λ− áûëè íàçâàíû
îðìàìè Ëàïëàñà.
Ïîäðîáíûé îáçîð è íîâûå ðåçóëüòàòû ïî êëàññèèêàöèè óðàâíåíèé Ìîíæà 
Àìïåðà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [21℄ è ìîíîãðàèè [22℄.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ óðàâíåíèå Ìîíæà Àìïåðà êîíòàêòíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ýéëåðà-
Ïóàññîíà:
vxy =
α
x+ y
vx +
β
x+ y
vy −
αβ
(x+ y)2
v. (3)
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Çäåñü α, β ∈ R . åøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåò ñîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ îðì
Ëàïëàñà.
1. Îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà: ïîäõîä Ëû÷àãèíà
Ïóñòü M  äâóìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è J1M  ïðîñòðàíñòâî 1-äæåòîâ
ãëàäêèõ óíêöèé íà M . Êàæäàÿ äèåðåíöèàëüíàÿ 2-îðìà ω ∈ Ω2(J1M) ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåëèíåéíûé äèåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
∆ω : C
∞(M) → Ω2(M),
äåéñòâóþùèé íà óíêöèþ v ∈ C∞ (M) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó [4℄:
∆ω(v) = ω|j1(v)(M). (4)
Çäåñü j1(v)(M) ⊂ J
1M  ãðàèê 1-äæåòà óíêöèè v , ω|j1(v)(M)  îãðàíè÷åíèå
äèåðåíöèàëüíîé îðìû ω íà ýòîò ãðàèê.
Îïåðàòîð ∆ω íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ÌîíæàÀìïåðà, à ñîîòâåòñòâóþùåå
óðàâíåíèå Eω = {∆ω(v) = 0}  óðàâíåíèåì Ìîíæà Àìïåðà.
ëàäêîå ìíîãîîáðàçèå 1 -äæåòîâ J1M , dim J1M = 5 , ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé
êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé, çàäàâàåìîé ðàñïðåäåëåíèåì Êàðòàíà:
C : J1M ∋ a 7→ C(a) ⊂ Ta(J
1M),
èëè äèåðåíöèàëüíîé 1-îðìîé Êàðòàíà U , êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíûõ ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ q1, q2, u, p1, p2 íà J
1M èìååò ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä:
U = du− p1dq1 − p2dq2.
Ïîäïðîñòðàíñòâî C(a) = kerUa êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Ta(J
1M) íàçûâàåò-
ñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì Êàðòàíà [5℄.
Äèåîìîðèçì φ : J1M → J1M , ñîõðàíÿþùèé ðàñïðåäåëåíèå Êàðòàíà, íà-
çûâàåòñÿ êîíòàêòíûì. Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðíîå ïîëå X íà J1M íàçûâàåòñÿ
êîíòàêòíûì, åñëè LX(U) = λU äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè λ [5℄. Çäåñü LX(U) 
ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò U âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ X .
Îòìåòèì, ÷òî êîíòàêòíîå âåêòîðíîå ïîëå X îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óíêöè-
åé f = U(X) , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé óíêöèåé êîíòàêòíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ X . Ïîýòîìó êîíòàêòíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ ïðîèçâîäÿùåé óíêöèåé f îáîçíà-
÷àþò Xf .
Äèåðåíöèàëüíûå îðìû íà J1M , èñ÷åçàþùèå íà ëþáîì èíòåãðàëüíîì ìíî-
ãîîáðàçèè ðàñïðåäåëåíèÿ Êàðòàíà è ïîýòîìó ïîðîæäàþùèå íóëåâûå äèåðåíöè-
àëüíûå îïåðàòîðû, îáðàçóþò èäåàë âî âíåøíåé àëãåáðå Ω∗
(
J1M
)
. Îáîçíà÷èì ýòîò
èäåàë ÷åðåç
I∗ =
⊕
s≥0
Is, ãäå Is ⊂ Ωs
(
J1M
)
.
Â ñèëó îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ëåïàæà [23℄, ýòîò èäåàë ïîðîæäåí äèåðåíöèàëü-
íûìè îðìàìè âèäà
U ∧ α+ dU ∧ β,
ãäå α è β  íåêîòîðûå äèåðåíöèàëüíûå îðìû.
Ýëåìåíòû àêòîð-ìîäóëÿ Ω2
(
J1M
)
/I2 íàçûâàþòñÿ ýåêòèâíûìè 2-îðìà-
ìè [4℄.
Ïóñòü ω  äèåðåíöèàëüíàÿ 2-îðìà íà J1M . Îòâå÷àþùóþ åé ýåêòèâíóþ
îðìó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ωε , òî åñòü ωε = ω mod I
2.
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Ïóñòü X1  êîíòàêòíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ ïðîèçâîäÿùåé óíêöèåé 1 . Â êàæäîé
òî÷êå a ∈ J1M êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TaJ
1M ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
TaJ
1M = 〈X1,a〉 ⊕ C(a).
Ýòî ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ýåêòèâíûå îðìû ñ äèåðåíöè-
àëüíûìè îðìàìè íà J1M .
Îïðåäåëèì äåéñòâèå êîíòàêòíûõ äèåîìîðèçìîâ íà óðàâíåíèÿõ Ìîíæà 
Àìïåðà.
Ïóñòü φ  êîíòàêòíûé äèåîìîðèçì íà J1M . Òîãäà φ∗ ñîõðàíÿåò ìîäóëü
I2 è ïîýòîìó îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ýåêòèâíûõ 2 -îðì:
φ∗ : ω mod I2 7→ φ∗(ω) mod I2.
Îïðåäåëèì äåéñòâèå φ∗ íà ýåêòèâíûõ îðìàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
φ∗(ωε) = φ
∗(ω)ε.
Îïðåäåëèì òåïåðü äåéñòâèå êîíòàêòíîãî äèåîìîðèçìà φ íà óðàâíåíèÿ
Ìîíæà Àìïåðà, ïîëîæèâ φ(Eω) = Eφ∗(ωε).
Äâà óðàâíåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà Eω1 è Eω2 íàçîâåì ëîêàëüíî êîíòàêòíî ýê-
âèâàëåíòíûìè â òî÷êå a ∈ J1M , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ëîêàëüíûé êîíòàêòíûé
äèåîìîðèçì φ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Oa ýòîé òî÷êè, ÷òî φ(a) = a è φ(Eω1) =
= Eω2 .
Â òåðìèíàõ äèåðåíöèàëüíûõ îðì ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (φ∗(ω1))ε = hφ(ω2)ε
äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè hφ ∈ C
∞(J1M) , hφ(a) 6= 0 .
2. åîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà J1M
Îãðàíè÷åíèå äèåðåíöèàëà îðìû Êàðòàíà íà ïîäïðîñòðàíñòâî Êàðòàíà
C(a) íåâûðîæäåíî è îïðåäåëÿåò íà íåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó Ωa
Îïðåäåëèì àññîöèèðîâàííîå ñ îðìîé ω ïîëå îïåðàòîðîâ Aω , äåéñòâóþùèõ íà
ðàñïðåäåëåíèè Êàðòàíà C , ñëåäóþùèì îáðàçîì [6℄:
AωX⌋ Ω = X ⌋ω. (5)
Çäåñü X  âåêòîðíîå ïîëå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Êàðòàíà.
Ôóíêöèÿ Pf(ω) ∈ C∞
(
J1M
)
, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
Pf(ω)Ω ∧Ω = ω ∧ ω, (6)
íàçûâàåòñÿ ïàèàíîì îðìû ω [6℄.
Êâàäðàò îïåðàòîðà Aω ñêàëÿðåí è
A2ω + Pf (ω) = 0. (7)
Ïóñòü ω  ýåêòèâíàÿ äèåðåíöèàëüíàÿ 2-îðìà. Óðàâíåíèå Eω íàçûâà-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, ïàðàáîëè÷åñêèì èëè ýëëèïòè÷åñêèì â òî÷êå a ∈ J1M , åñëè
ïàèàí â ýòîé òî÷êå Pf(ω)  îòðèöàòåëüíûé, íóëåâîé èëè ïîëîæèòåëüíûé ñî-
îòâåòñòâåííî.
Åñëè â òî÷êå a ∈ J1M ïàèàí ìåíÿåò çíàê, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåìåííîãî òèïà â ýòîé òî÷êå. Åñëè Pf(ω)(a) 6= 0 , òî
óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì â òî÷êå a . Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ Eω ïà-
èàí íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â íåêîòîðîé îáëàñòè, òî îðìó ω ìîæíî íîðìèðîâàòü
òàê, ÷òîáû Pf(ω) = −1 â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå èëè Pf(ω) = 1 â ýëëèïòè÷åñêîì.
Îïåðàòîð Aω , îòâå÷àþùèé íîðìèðîâàííîé îðìå ω , ìû áóäåì îáîçíà÷àòü A .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íîðìèðîâàííûé îïåðàòîð ïî-
ðîæäàåò íà ïîäïðîñòðàíñòâå Êàðòàíà ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ (A2a = 1) , à
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé  êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó (A2a = −1) .
Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà A äâóìåðíû è ïîðîæäàþò äâà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ C+ è C− íà J
1M , êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè.
Ïåðåñå÷åíèå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ïîðîæäàåò îäíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå l , òðàíñâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèþ Êàðòàíà [24℄.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êàæäîé òî÷êå a ∈ J1M êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ 1 -äæåòîâ ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
òðåõ ïîäïðîñòðàíñòâ:
Ta(J
1M) = C+(a)⊕ l(a)⊕ C−(a), (8)
è ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå Ìîíæà Àìïåðà ïîðîæäàåò íà ïðîñòðàíñòâå J1M
íàáîð èç òðåõ ðàñïðåäåëåíèé P = (C+, l, C−) . Òàêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ñòðóêòóðû r -êðàòíîãî ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ [21℄.
Íåâûðîæäåííîå óðàâíåíèå Ìîíæà Àìïåðà ìû íàçûâàåì ðåãóëÿðíûì, åñëè
ïðîèçâîäíûå C
(k)
± , k = 1, 2, 3, õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿìè.
3. Ôîðìû Ëàïëàñà
Îáîçíà÷èì ðàñïðåäåëåíèÿ C+, l, C− ÷åðåç P1, P2, P3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
Di = D(Pi)  ìîäóëè âåêòîðíûõ ïîëåé èç ðàñïðåäåëåíèÿ Pi , i = 1, 2, 3 .
Ôîðìóëà (8) âëå÷åò çà ñîáîé ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ìîäóëÿ äèåðåíöè-
àëüíûõ 1-îðì íà J1M :
Ω1(J1M) = Ω1,0,0 ⊕ Ω0,1,0 ⊕ Ω0,0,1. (9)
Çäåñü Ω1,0,0  ìîäóëü äèåðåíöèàëüíûõ 1-îðì íà J1M , àííóëèðóþùèõñÿ íà
ðàñïðåäåëåíèÿõ P2 è P3 . Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â (9) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îïðåäåëèì òåíçîðíûå ïîëÿ qsj,k òèïà (2,1) íà J
1M ñëåäóþùèì îáðàçîì:
qsj,k(X,Y ) = −Ps [PjX,PkY ] , (10)
ãäå Pj : D(J
1M) → Dj  ïðîåêòîð íà ðàñïðåäåëåíèå Pj, j, k, s = 1, 2, 3, s 6= j, k
(ñì. [13℄).
Ïîñòðîåííûå òåíçîðíûå ïîëÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü äèåðåíöèàëüíûå 2-
îðìû, àññîöèèðîâàííûå ñ óðàâíåíèåì Ìîíæà Àìïåðà.
Ïóñòü A,B ∈ Ω2⊗D  òåíçîðíûå ïîëÿ òèïà (2,1) íà J1M . Çäåñü Ω2 = Ω2(J1M)
è D = D(J1M) .
Â ñèëó åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ
Ω2 ⊗D ⊗ Ω2 ⊗D
ι
→֒ Ω1 ⊗ Ω1 ⊗D ⊗ Ω1 ⊗ Ω1 ⊗D
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå A⊗B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà
T = Ω1 ⊗ Ω1 ⊗D ⊗ Ω1 ⊗ Ω1 ⊗D.
Ïóñòü Cij  îïåðàöèÿ ñâåðòêè ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà T ïî èíäåêñàì i è j, i =
= 3, 6, j = 1, 2, 4, 5 . Òîãäà êîìïîçèöèÿ C61 ◦ C
3
4 äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ
Ω1 ⊗ Ω1 :
C61 ◦ C
3
4 : T → Ω
1 ⊗ Ω1.
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Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
〈A,B〉W = C
6
1 ◦ C
3
4 (ι(A) ⊗ ι(B)− ι(B) ⊗ ι(A)) (11)
ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé äèåðåíöèàëüíîé 2-îðìîé íà J1M . Îïåðàöèþ 〈·, ·〉W ìû
íàçûâàåì îïåðàöèåé êîñîé ñâåðòêè.
Çàìå÷àíèå 1. Íà ðàçëîæèìûõ òåíçîðàõ, òî åñòü íà òåíçîðàõ âèäà α ⊗ X è
β ⊗ Y , ãäå α, β ∈ Ω2 è X,Y ∈ D , ñêîáêà 〈·, ·〉W èìååò âèä:
〈α⊗X,β ⊗ Y 〉W = (Y ⌋α) ∧ (X⌋β).
Ôîðìû Ëàïëàñà îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîñûå ñâåðòêè òåíçîðíûõ ïîëåé qsj,k :
λ− =
〈
q21,1, q
1
2,3
〉
W
è λ+ =
〈
q23,3, q
3
1,2
〉
W
. (12)
Äèåðåíöèàëüíûå 2-îðìû (12) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè êëàñ-
ñèèêàöèè óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà è íàçûâàþòñÿ îðìàìè Ëàïëàñà óðàâíåíèÿ
Ìîíæà Àìïåðà [1113℄. Ïî ïîñòðîåíèþ îðìû Ëàïëàñà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè
óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ
vxy = f(x, y, v, vx, vy)
ýòè îðìû èìåþò âèä:
λ− =fp2p2 (fp1dq1 ∧ du− dq1 ∧ dp2)+
(fu − p2fp2u + fp1fp2 − p2fp1fp2p2 − ffp1p2 − fq2p2) dq1 ∧ dq2,
λ+ =fp1p1 (fp2dq2 ∧ du− dq2 ∧ dp1)+
(−fu + p1fp1u − fp1fp2 + p1fp2fp1p1 + ffp1p2 + fq1p1) dq1 ∧ dq2.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âìåñòî ñêîáêè (11) ðàññìîòðåòü ñêîáêó
〈A,B〉S =
1
2
C61 ◦ C
3
4 (ι(A) ⊗ ι(B) + ι(B)⊗ ι(A)),
òî ìû ïîëó÷èì ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ îðìó.
4. Ñêàëÿðíûå äèåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû
ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ïóñòü λ+ è λ−  îðìû Ëàïëàñà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Eω .
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:
1) îáå îðìû Ëàïëàñà íå îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå a ∈ J1M ;
2) λ− ∧ λ− = λ+ ∧ λ+ = λ− ∧ λ+ = 0 .
Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî îðìû Ëàïëàñà ÿâëÿþòñÿ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì
äèåðåíöèàëüíûõ 1-îðì
λ+ = r+η− ∧ η+ è λ− = r−η+ ∧ η−
Çäåñü r+ è r−  íåêîòîðûå óíêöèè, η+ ∈ Ω
1,0,0
è η− ∈ Ω
0,0,1
(ñì. [11℄).
Äèåðåíöèàëüíûå 1-îðìû η± îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà
óíêöèþ è ïîðîæäàþò äâà 4-ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ F〈η+〉 è F〈ϑ−〉 íà J
1M .
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Ïîìèìî óñëîâèé 1) è 2) äîïóñòèì, ÷òî ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìû
è îðìû Ëàïëàñà çàìêíóòû.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Z èç ðàñïðåäåëåíèÿ l ïðîèçâîäíûå Ëè ðàâ-
íû íóëþ:
LZ(λ±) = Z⌋dλ± = 0.
Ïóñòü òåïåðü Y  ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå èç îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
C
(2)
+ ∩ C− . Òàê êàê
Y ⌋η+ = 0 è Y ⌋η− = 0,
òî
Y ⌋λ+ = 0 è Y ⌋λ−0.
Â ñèëó çàìêíóòîñòè îðì Ëàïëàñà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå Ëè ýòèõ îðì
âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ Y ðàâíû íóëþ:
LY (λ±) = Y ⌋dλ± = 0.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå Ëè îò îðì Ëàïëàñà âäîëü ëþáîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ X èç ðàñïðåäåëåíèÿ C
(2)
− ∩ C+ òàêæå ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå Ëè îò îðì Ëàïëàñà âäîëü êàæäîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ èç âïîëíå èíòåãðèðóåìîãî òðåõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F〈η+, η−〉 ðàâíû íóëþ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îðìû Ëàïëàñà ÿâëÿþòñÿ äèåðåíöèàëüíûìè îðìàìè
íà ðàññëîåíèè èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàñïðåäåëåíèÿ F〈η+, η−〉 , òî åñòü îíè
èìåþò âèä:
λ+ = Φ+(g, h)dg ∧ dh è λ− = Φ−(g, h)dg ∧ dh, (13)
ãäå g è h  ïåðâûå èíòåãðàëû ðàñïðåäåëåíèé C+
(2)
è C−
(2)
ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíê-
öèè Φ+ è Φ− íå îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå a .
Òåîðåìà 1. Ôóíêöèè
J+ =
1
Φ+
∂2
∂g∂h
ln |Φ+| è J− =
1
Φ−
∂2
∂g∂h
ln |Φ−|
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè óðàâíåíèÿ ÌîíæàÀìïåðà îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Eω è Eω˜  äâà óðàâíåíèÿ Ìîíæà Àìïåðà, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì. Ïóñòü ýòè óðàâíåíèÿ ëîêàëüíî êîí-
òàêòíî ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü
(φ∗(ω˜))ε = h0ω
äëÿ íåêîòîðîãî êîíòàêòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ . Çäåñü h0  íåêîòîðàÿ óíêöèÿ.
Òîãäà
φ∗(λ˜±) = λ± (14)
èëè
φ∗(λ˜±) = λ∓. (15)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (14). Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè èìååò ìåñòî (15), òî, óìíîæèâ îðìó ω íà −1 , ìû ïîëó÷èì (14). Òîãäà
g˜ = α(g) è h˜ = β(h) , ãäå α è β  íåêîòîðûå óíêöèè, òàêèå, ÷òî α′β′ 6= 0 . Ïóñòü
Φ  îäíà èç óíêöèé Φ+ èëè Φ− . Òîãäà
φ∗(Φ˜(g˜, h˜)) =
Φ(g, h)
α′(g)β′(h)
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
J =
ΦΦgh − ΦgΦh
Φ3
,
ìû ïîëó÷àåì:
φ∗(J˜) = J.
Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà
vxy = a(x, y)vx + b(x, y)vy + c(x, y)v,
äèåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò J+ ñîâïàäàåò ñ äèåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì
q , íàéäåííûì Ë.Â. Îâñÿííèêîâûì [20℄.
5. Óðàâíåíèå Ýéëåðà Ïóàññîíà
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà çàäàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé Ìîíæà Àìïåðà óðàâíåíèþ Ýéëåðà Ïóàññîíà.
Òåîðåìà 2. èïåðáîëè÷åñêîå ðåãóëÿðíîå óðàâíåíèå Ìîíæà Àìïåðà ëîêàëüíî
êîíòàêòíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Ïóàññîíà
vxy =
α
x+ y
vx +
β
x+ y
vy −
αβ
(x+ y)2
v, α, β ∈ R, (16)
â òî÷êå a0 ∈ J
1M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) îáå îðìû Ëàïëàñà íå îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå a0 ∈ J
1M è çàìêíóòû;
2) λ− ∧ λ− = λ+ ∧ λ+ = λ− ∧ λ+ = 0 ;
3) ðàñïðåäåëåíèÿ F〈η−〉 è F〈η+〉 âïîëíå èíòåãðèðóåìû;
4) αλ− + βλ+ = 0 ;
5) äèåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò J+ = const 6= 0 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óðàâíåíèÿ (16) îðìû Ëàïëàñà èìåþò âèä
λ+ = −
α
(q1 + q2)2
dq1 ∧ dq2 è λ− =
β
(q1 + q2)2
dq1 ∧ dq2.
Ïîýòîìó
J+ = −
2
α
è J− =
2
β
.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè.
Óñëîâèÿ 1)3) òåîðåìû îçíà÷àþò (ñì. [11℄), ÷òî óðàâíåíèå Ìîíæà Àìïåðà ëî-
êàëüíî êîíòàêòíî ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ
vxy = a(x, y)vx + b(x, y)vy + c(x, y)v + g(x, y). (17)
Â ñèëó óñëîâèé 4) è 5) òåîðåìû èíâàðèàíòû
p =
k
h
è q =
1
h
∂2 lnh
∂x∂y
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííû, ïðè÷åì q 6= 0 [20℄.
Ïî òåîðåìå Îâñÿííèêîâà (ñì. [20, ñ. 123℄) óðàâíåíèå (17) çàìåíîé ïåðåìåííûõ
ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (16).
68 À.. ÊÓØÍÅ
6. Óðàâíåíèå Õàíòåðà Ñàêñòîíà
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 2 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Õàíòåðà Ñàêñòîíà,
âîçíèêàþùåå â òåîðèè æèäêèõ êðèñòàëëîâ [26℄. Ýòî óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà, è îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:
vtx = vvxx + κu
2
x, (18)
ãäå κ  íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Åìó îòâå÷àåò ýåêòèâíàÿ äèåðåíöèàëüíàÿ 2-îðìà
ω = 2udq2 ∧ dp1 + dq1 ∧ dp1 − dq2 ∧ dp2 − 2κp
2
1dq1 ∧ dq2
è îïåðàòîð
Aω =
∥∥∥∥∥∥∥∥
1 2u 0 0
0 −1 0 0
0 −2κp21 1 0
2κp21 0 2u −1
∥∥∥∥∥∥∥∥
â áàçèñå
d
dq1
=
∂
∂q1
+ p1
∂
∂u
,
d
dq2
=
∂
∂q2
+ p2
∂
∂u
,
∂
∂p1
,
∂
∂p2
(19)
ìîäóëÿ D (C) .
Âûáåðåì ñëåäóþùèé áàçèñ ìîäóëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà J1M :
X1 =
∂
∂q1
+ p1
∂
∂u
+ κp21
∂
∂p2
,
X2 =
∂
∂p1
+ u
∂
∂p2
,
Z =
∂
∂u
+ (2 κ− 1) p1
∂
∂p2
,
Y1 =
∂
∂q2
+ κp21
∂
∂p1
− u
∂
∂q1
+ (p2 − up1)
∂
∂u
,
Y2 =
∂
∂p2
è äóàëüíûé åìó áàçèñ ìîäóëÿ äèåðåíöèàëüíûõ 1-îðì:
α1 = dq1 + udq2,
α2 = dp1 − κp
2
1dq2,
θ = du− p1dq1 − p2dq2,
β1 = dq2,
β2 = dp2+(1− 2κ) p1du+ (κ−1) p
2
1dq1+ (2κ− 1) p1p2dq2 − udp1.
Âåêòîðíûå ïîëÿ X1, X2 â ïåðâîì áàçèñå îáðàçóþò áàçèñ ìîäóëÿ C+ , à ïîëÿ
Y1, Y2  áàçèñ ìîäóëÿ D(C−) .
Òåíçîðíûå èíâàðèàíòû (10) äëÿ óðàâíåíèÿ (18) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
q123 = − (p1dq1 ∧ dq2 + dq2 ∧ du)⊗
(
∂
∂q1
+ p1
∂
∂u
+ κp21
∂
∂p2
)
,
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q312 = 2(κ− 1)
(
κp31dq1 ∧ dq2 + κp
2
1dq2 ∧ du −
− dp1 ∧ du − p1dq1 ∧ dp1 − p2dq2 ∧ dp1)⊗
∂
∂p2
,
q211 =
(
dq1 ∧ dp1 − κp
2
1dq1 ∧ dq2 + udq2 ∧ dp1
)
⊗
(
∂
∂u
+ (2 κ− 1) p1
∂
∂p2
)
,
q233 =
(
dq2 ∧ dp2 + (1− 2κ) p1dq2 ∧ du + (1− κ) p
2
1dq1 ∧ dq2 − udq2 ∧ dp1
)
⊗
⊗
(
∂
∂u
+ (2 κ− 1) p1
∂
∂p2
)
.
Ôîðìû Ëàïëàñà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàíòåðà Ñàêñòîíà èìåþò âèä:
λ− = −dq2 ∧ dp1,
λ+ = 2 (1− κ)dq2 ∧ dp1.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (18) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Êîíòàêòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå
Q1 = κq2 +
1
p1
, Q2 = q2, U = u− p1q1, P1 = q1p
2
1, P2 = p2 − κq1p
2
1.
ïåðåâîäèò îðìó ω â îðìó
ω˜ = dQ1 ∧ dP1 − dQ2 ∧ dP2 +
(
2(2κ− 1)P1
κQ2 −Q1
+
2U
(κQ2 −Q1)2
)
dQ1 ∧ dQ2,
êîòîðîé îòâå÷àåò ëèíåéíîå óðàâíåíèå
UQ1Q2 =
2κ− 1
Q1 − κQ2
UQ1 −
1
(Q1 − κQ2)2
U.
Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
q1 = Q1, q2 = −κQ2
ïåðåâîäèòñÿ â óðàâíåíèå Ýéëåðà Ïóàññîíà.
Çàìå÷àíèå 4. Äðóãîå êîíòàêòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå
Õàíòåðà Ñàêñòîíà â óðàâíåíèå Ýéëåðà Ïóàññîíà, áûëî íàéäåíî Î.È. Ìîðîçî-
âûì [25℄.
Summary
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We solve the problem of lo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